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1. は じ め に

制約充足問題および制約最適化問題は，それぞれ与えら
れた制約を満たす解および最適解を探索する問題である．
人工知能研究等で生じる多くの組合せ問題は，制約充足
問題あるいは制約最適化問題として定式化できる [Barták
98, Bordeaux 06]．なお，以下では特別に区別する必要が
ない限り，両者をまとめて制約充足問題と呼ぶ．

一方，命題論理式の充足可能性判定問題である SAT
は，与えられた命題論理式を真にする解を探索する問題
である．

本稿では，整数上の制約充足問題を SAT問題に変換し，
SAT問題を解く SATソルバー (SAT solver)を用いて元
の問題の解を探索する SAT符号化 (SAT encoding)の手
法について解説する [Prestwich 09]．

まず，制約充足問題の定義および問題例を紹介する．問
題例としては，後述の性能評価にも使用するグラフ彩色
問題を取り上げる．

次に，SAT符号化のための基本的な手法，特に Tseitin
変換と呼ばれる方法について述べた後，各種の SAT 符
号化法を紹介する．紹介する SAT符号化法は，古くから
利用されれている直接符号化法 (direct encoding)，多値
符号化法 (multivalued encoding)，支持符号化法 (support
encoding)，対数符号化法 (log encoding)，および最近提
案された対数支持符号化法 (log-support encoding)，順序
符号化法 (order encoding)である．

最後に，グラフ彩色問題を例題とした実験結果を含め，
これらの各種 SAT符号化法について比較する．

なお，SATソルバーのより詳しい解説については，本
特集号に含まれる [井上 10,鍋島 10b]を参照されたい．

2. 制約充足問題と制約最適化問題

2 ·1 制約充足問題

制約充足問題 (Constraint Satisfaction Problem; CSP)
は，各変数 (variable)に与えられたドメイン (domain)か
ら値を割り当てることで，与えられた制約 (constraint)の
すべてを満たすことができるかどうかを判定する問題で
ある [Barták 98, Bordeaux 06]．すべての制約を満たす値
割り当て (assignment)が存在する場合，元の制約充足問
題は充足可能 (satisfiable) であるといい，その値割り当
てが解となる．値割り当てが存在しない場合，元の制約
充足問題は充足不能 (unsatisfiable)であるという．
制約充足問題は，一般には実数や集合など様々なドメ
イン上で展開されるが，本解説では実用上多くの応用を
含む整数の有限領域 (finite domain)上の制約充足問題を
対象とする．

整数有限領域上の制約充足問題は，形式的には以下の
ように定義できる．

【定義 1】（制約充足問題）制約充足問題は以下を満た
す組CSP(X,Dom,C)である．

(1) X は整数変数の有限集合 {x1,x2, . . . ,xn}である．
(2) 関数 Dom : X →Fin(Z)は，各変数の取り得る
値集合 (ドメイン)を定める (Fin(Z)は整数 Zの有
限部分集合の全体を表す)．すなわち，各変数 xi ∈ X

についてDom(xi) ⊂ Zであり，Dom(xi)は有限集
合である．

(3) C は X 上の制約の有限集合 {C1,C2, . . . ,Cm}で
あり，制約の連言を表す．

制約には，算術論理演算等で条件が記述されている内包
的制約，制約を満足する (あるいは制約に違反する)値の
組の集合が陽に与えられている外延的制約，そして alld-
ifferent等に代表されるいわゆるグローバル制約がある．
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内包的制約 (intensional constraint) は，通常の算術演
算，算術比較に加え，否定 (¬)，連言 (∧)，選言 (∨)，含
意 (→)，同値 (↔)等の論理演算を用いて条件を表したも
のである．例えば，(x1 + 2 ≤ x2)∨ (x2 + 3 ≤ x1) は内
包的制約である．
外延的制約 (extensional constraint)では，制約を満足

する値の組の集合である支持点集合 (set of supports)，あ
るいは制約に違反する値の組の集合である違反点集合
(set of conflicts)が与えられる．例えば，支持点集合R =
{(0,0), (1,1), (2,2)}とし，整数変数 x1, x2のドメインを
{0,1,2}とする．この時，外延的制約R(x1,x2)は x1 =
x2 を表す．同様に，R = {(0,0), (1,1), (2,2)} が違反点
集合の場合，外延的制約 R̄(x1,x2)は x1 6= x2を表す (R̄
は Rの補集合を表す)．
グローバル制約 (global constraint) は，複数の変数に

対する複雑な (しかし意味のある) 条件を簡潔に表すた
めに導入された．例えば，alldifferent(x1,x2, . . . ,xn)は，
xi が互いに異なることを表す．xi 6= xj を個別に記述す
るよりも簡潔になり，また効率良い解法アルゴリズムの
存在が知られている [Gent 08]．このようなグローバル
制約は，記述性および効率性の向上を目的として制約ソ
ルバーや制約プログラミングシステムに数多く取り入れ
られている．これらのグローバル制約を集約したGlobal
Constraint Catalog∗1には，300以上のグローバル制約が
紹介されている．

2 ·2 制約最適化問題

単純に条件を満たす解を探索するだけでなく，制約を
満たす解のうち最適なものを求める問題を制約最適化問
題 (Constraint Optimization Problem; COP)という．制約
最適化問題では，条件を満たす解のうち，指定された目
的関数 (objective function) あるいは目的変数 (objective
variable)の値を最小 (あるいは最大)にする解を求めるこ
とが目的である．
整数有限領域上の制約最適化問題は，形式的には以下

のように定義できる．
【定義 2】（制約最適化問題）制約最適化問題は以下を
満たす組COP(X,Dom,C,v)である．

(1) CSP(X,Dom,C)は制約充足問題である．
(2) 変数 v ∈ X は最小化 (あるいは最大化) すべき目
的変数を表す．

2 ·3 制約ソルバー

制約充足問題の解を探索するプログラムは，制約ソル
バー (constraint solver) と呼ばれる．また，プログラミ
ング言語の一部に (あるいはライブラリとして)制約ソル
バーが組込まれ，プログラミング言語とより融合したシ
ステムは制約プログラミング (constraint programming)
システムと呼ばれる．

∗1 http://www.emn.fr/x-info/sdemasse/gccat/
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図 1 3× 3 の魔方陣

これらの制約ソルバーや制約プログラミングシステム
には，clp(FD) [Codognet 96], ILOG Solver∗2, Choco
[The choco team 08], Cream∗3などがある．これらのシ
ステムは，各制約に違反する値を削除する整合性アルゴ
リズム (consistency algorithm)を用いフォワード・チェッ
ク法 (forward checking)やアーク整合性維持法 (maintain-
ing arc consistency; MAC)といった制約伝播 (constraint
propagation)アルゴリズムにより探索空間を削減する工
夫を行っている．また，単純なバックトラック法 (back-
tracking)による探索だけでなく，矛盾の原因になった値
割り当てに後戻りするバックジャンプ法 (backjumping)な
どを用いて効率的な探索を実現している．これらのアル
ゴリズムの詳細は本稿の範囲を越えるため，文献 [Barták
98, Bordeaux 06]等を参照されたい．

制約プログラミングシステムでは，ベースとなっている
Prolog, C++, Javaなどの言語の構文を用いて制約充足問
題を記述するが，制約充足問題を記述するための制約モデ
リング言語 (constraint modeling language)を用いる場合
もある．OPL [Hentenryck 99], Zinc [Banda 06], XCSP
などは制約モデリング言語の例である．特に，XCSPは
国際 CSPソルバー競技会で使用され，多数のベンチマー
ク問題が公開されている．

2 ·4 制約充足問題の例

ここでは，制約充足問題の例として魔方陣とグラフ彩色
問題を取り上げる．その他の問題例については，XCSP∗4や
CSPLib∗5 のWebサイトなどを参照されたい．

3× 3の魔方陣は，1から 9の数字を 3行 3列のマスに
配置し，各行，各列および二つの対角線について配置さ
れている三つの数字の和がいずれも 15となるようにす
る問題である．図 1の左は解の一つを表している．

これを制約充足問題として定式化するために，図 1の
右側のように整数変数を各マスに割り当て，各変数のド
メイン Dom(xi)を {1,2, . . . ,9}と定める．
必要な制約は，各マスの数字が互いに異なることを表す

alldifferent(x1,x2, . . . ,x9)，および各行，各列および二つ
の対角線の和が15に等しいことを表すx1 + x2 + x3 = 15
等である．

次の例として，最適化コンパイラでのレジスタ割り付
け，無線の周波数割り当て等の応用があるグラフ彩色問

∗2 http://www.ilog.com/products/cp/
∗3 http://bach.istc.kobe-u.ac.jp/cream/
∗4 http://www.cril.univ-artois.fr/˜lecoutre/benchmarks.html
∗5 http://www.csplib.org
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図 2 グラフ彩色問題の例

題を取り上げる．有名なパズルである数独もグラフ彩色
問題として定式化できる．

グラフ彩色問題 (Graph Coloring Problem; GCP) は，
与えられた有限無向グラフ G について，隣接する頂点
が同色にならないように各頂点を彩色する時，必要とな
る最小の色数を求める問題である．最小の色数は彩色数
(chromatic number)と呼ばれ，χ(G)で表される．
彩色数を求める問題は NP困難であることが知られて

いる．また，与えられた自然数 k ≥ 3について，グラフ
が k色以下で彩色可能かどうかを決定する問題は NP完
全である．グラフが k色以下で彩色可能な時，そのグラ
フは k-彩色可能 (k-colorable)であるという．
例えば，図 2に示されているグラフは，3-彩色可能で

あるが 2-彩色可能ではない．したがって，このグラフの
彩色数は 3である．
グラフが k-彩色可能かどうかを決定する問題は，制約

充足問題として定式化できる．グラフの各頂点に対して
整数変数 xiを割り当て，各整数変数のドメインDom(xi)
を {0,1, . . . ,k− 1}と定める．また，すべての辺について，
対応する整数変数の値が異なることを意味する xi 6= xj

を制約として付け加える．

例えば，図 2に示されているグラフが 3-彩色可能かど
うかを決定する問題は，制約充足問題 CSP(X,Dom,C)
として以下のように定式化できる．

X = {x1,x2,x3,x4}

Dom(xi) = {0,1,2} (i = 1,2,3,4)

C = {x1 6= x2, x1 6= x3,

x2 6= x3, x2 6= x4, x3 6= x4}

彩色数を求める問題を制約最適化問題として定式化す
る場合，事前に彩色数の上界を求めておく必要がある．彩
色数はグラフの最大次数 +1以下であることが知られて
いるのでこれを用いるか，貪欲法等の単純なアルゴリズ
ムで上界を求めれば良い．

3. 制約充足問題と制約最適化問題の SAT符
号化

SAT (Boolean satisfiability testing) は，与えられた命
題論理式を真にするような命題変数への真理値割り当て
(truth assignment)が存在するか否かを判定する問題であ
る．真にする真理値割り当てが存在すれば元の命題論理

図 3 SAT 型制約ソルバー

式は充足可能 (satisfiable) と呼ばれ，存在しなければ充
足不能 (unsatisfiable)と呼ばれる．与えられた SAT問題
(SAT problem instance) が充足可能な場合，その問題を
真にする真理値割り当てが解となる．
通常，命題論理式は連言標準形 (Conjunctive Normal

Form; CNF)で与えられる．すなわち，全体の論理式は
いくつかの節 (clause)の連言 (AND)であり，各節はいく
つかのリテラル (literal)の選言 (OR)，各リテラルは命題
変数 (propositional variable)あるいはその否定である．

SAT型制約ソルバー (SAT-based constraint solver)は，
与えられた制約充足問題を SAT問題に符号化し，SATソ
ルバーを用いて元の問題の解を求めるシステムである (図
3)．
以下では，SAT符号化の基礎について述べた後，各種

SAT符号化法を解説する．

3 ·1 SAT符号化の基礎
任意の命題論理式は，ド・モルガン律等を用いて，否
定が命題変数の直前のみに現れる否定標準形 (Negative
Normal Form; NNF)に変換できる．否定標準形の命題論
理式は，分配律等を用いて連言標準形に変換できるが，分
配律を用いた場合，得られる論理式の長さが元の論理式
の長さの指数関数的になる可能性がある．

Tseitinは，元の論理式の長さと線形の長さの連言標準
形に変換するTseitin変換 (Tseitin transformation)の方法
を示した [Prestwich 09]．Tseitin変換では，P ∨ (Q∧R)
等について，新しい命題変数 pを導入し，Q∧Rの部分を
pで置き換えるとともに，p ↔ (Q∧R)と同値な論理式と
して (¬p∨Q)∧ (¬p∨R)∧ (p∨¬Q∨¬R)を追加する．
ただし，元の論理式が否定標準形であれば，以下で示す
ように (¬p∨Q)∧ (¬p∨R)のみの追加で良い．

Tseitin変換を行う前の論理式と変換後の論理式は，同値
ではないが，両者の充足可能性が一致する充足同値 (equi-
satisfiable)になっている．
［定理 1］（Tseitin変換） A を否定標準形の命題論理
式, B を命題論理式とし，命題変数 pは B 中に現れてお
らず A中には ¬pの形で現れていないとする．A[B]に
より，A中のすべての pの出現をBで置き換えた論理式
を表す時，A[B]と A∧ (¬p∨B)は充足同値であり，以
下が成り立つ．

A[B]が充足可能 ⇐⇒ A∧ (¬p∨B)が充足可能
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(証明) (=⇒) A[B] を充足する真理値割り当てを α と
する．A[B] 中に p が現れないことから α′(p) = α(B),
α′(q) = α(q) (q 6= p の時) により α′ を定める．明らか
にα′(A) = α(A[B]) = 1であり，α′(p) = α(B) = α′(B)
より α′(¬p∨B) = 1となり，α′はA∧ (¬p∨B)を充足
する．
(⇐=) A∧ (¬p∨B)を充足する真理値割り当てを α′ と
すると，α′(A) = 1かつ α′(¬p∨B) = 1である．α′の定
義域から pを削除したもので α を定める．この時，¬p

が現れていない任意の否定標準形の論理式 C について，
α′(C) = 1ならば α(C[B]) = 1であることを，C に関す
る構造的帰納法で証明する．

C が命題変数 pの場合，α(C[B]) = α(B) = α′(B)だ
が，α′(p) = 1とα′(¬p∨B) = 1よりα′(B) = 1である．

C が命題変数 q あるいは ¬q (ただし q は pと異なる)
の場合，α(C[B]) = α(C) = α′(C) = 1である．

C が C1 ∧C2 の場合，α′(C) = 1 より α′(C1) = 1 か
つ α′(C2) = 1である．帰納法の仮定より α(C1[B]) = 1
かつ α(C2[B]) = 1，したがって α(C[B]) = 1である．

C が C1 ∨C2 の場合，C1 ∧C2 の場合と同様にして
α(C[B]) = 1が示される．
よって，αは A[B]を充足する． 2

例えば，否定標準形の論理式 P ∨ (Q∧R) について
Tseitin変換を行う場合，新しい命題変数 pを準備し，Aを
P ∨ p, BをQ∧Rとする．上の定理よりP ∨ (Q∧R)と
(P ∨ p)∧ (¬p∨ (Q∧R))すなわち (P ∨ p)∧ (¬p∨Q)∧
(¬p∨R)は充足同値である．このような変換を，同様の
部分論理式に対して繰り返し行えば，最終的に連言標準
形の論理式が得られる．

3 ·2 SAT符号化法の分類

後述のように制約充足問題の SAT符号化法には様々な
方法が存在する [Prestwich 09]．これらは，以下の 2種
類の観点から分類できる．

整数変数の符号化法: 各整数変数 xをどのように命題変
数で表現し，どのような節に符号化するか．

制約の符号化法: 各制約をどのような節に符号化するか．

整数変数の符号化法については，以下の 3種類が知ら
れている．

(1) 各整数変数 xと各整数定数 a ∈ Dom(x)に対して，
x = aを意味する命題変数 p(x = a)を用いる方法．

(2) 各整数変数 xの 2進表現に着目し，xの i桁目が
1に等しいことを意味する命題変数 p(x(i))を用いる
方法．

(3) 各整数変数 xと各整数定数 a ∈ Dom(x)に対して，
x ≤ aを意味する命題変数 p(x ≤ a)を用いる方法．

(1)は直接符号化法，多値符号化法，支持符号化法で，
(2)は対数符号化法，対数支持符号化法で，(3)は順序符
号化法で用いられている方法である．

3 ·3 直接符号化法と多値符号化法

直接符号化法 (direct encoding)は最も広く用いられて
いる SAT符号化法である．この符号化法では，各整数変
数 xと各整数定数 a ∈ Dom(x)に対して，x = aを意味
する命題変数 p(x = a)を用いる [de Kleer 89, Walsh 00]．
各整数変数 x がそのドメイン {a1,a2, . . . ,an} 中の値

を少なくとも一つ取るという条件は，以下の at-least-one
節で表される．

p(x = a1)∨ p(x = a2)∨ · · · ∨ p(x = an)

また，ドメイン中の値を二つ以上取らないという条件
は，以下の at-most-one節で表される．

¬p(x = ai)∨¬p(x = aj) (1 ≤ i < j ≤ n)

例えば，変数 xのドメインが {0,1,2}の場合，at-least-
one節と at-most-one節は以下のようになる．

p(x = 0)∨ p(x = 1)∨ p(x = 2)

¬p(x = 0)∨¬p(x = 1)

¬p(x = 0)∨¬p(x = 2)

¬p(x = 1)∨¬p(x = 2)

制約については，それを違反点集合として表現し，各
要素を節に符号化する．すなわち，違反点集合 R で表
された制約 R̄(x1,x2, . . . ,xn)を符号化する場合，各要素
(a1,a2, . . . ,an) ∈ Rについて，以下の節を追加する．

¬p(x1 = a1)∨¬p(x2 = a2)∨ · · · ∨¬p(xn = an)

例えば，変数 x, yのドメインが {0,1,2}の場合，制約
x 6= yは以下のように符号化される．

¬p(x = 0)∨¬p(y = 0)

¬p(x = 1)∨¬p(y = 1)

¬p(x = 2)∨¬p(y = 2)

直接符号化法の改良として多値符号化法 (multivalued
encoding)がある [Selman 92]．多値符号化法では，ドメ
イン・サイズの 2乗個ある at-most-one節を省略する．こ
れは，制約を違反点集合として表現する場合，各整数変
数がただ一つの値を取るという条件が不要なためである．
この時，整数変数 xについて，複数の p(x = a)が真とな
る場合が生じるが，いずれの値を選んでも元の制約充足
問題の解となる．

他に，at-most-one節の個数を減らす方法としては，ラ
ダー符号化法 (ladder encoding) [Gent 04]，ビットワイズ
符号化法 (bitwise encoding) [Prestwich 07]がある．

3 ·4 支持符号化法

支持符号化法 (support encoding)は，直接符号化法と
同様に各整数変数 x と各整数定数 a ∈ Dom(x) に対し
て，x = aを意味する命題変数 p(x = a)を用いる [Kasif
90, Gent 02]．at-least-one節および at-most-one節の利用
も直接符号化法と同様である．
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直接符号化法では制約の違反点集合に着目したが，支
持符号化法では制約の支持点集合に着目する．なお，制
約については 2変数間の制約のみを対象とする．
今，2変数制約R(x,y)に対して，x = aの時にR(x,y)
を満たす yの値が b1, b2, . . . , bnとする．この時，以下の
節を追加する．

¬p(x = a)∨ p(y = b1)∨ · · · ∨ p(y = bn)

この節は，x = a → (y = b1 ∨ · · · ∨ y = bn)，すなわちx =
aならば yが b1, b2, . . . , bnのいずれかに等しいことを表
している．

同様に，y = bの時にR(x,y)を満たす xの値が a1, a2,
. . . , an ならば，以下の節を追加する．

¬p(y = b)∨ p(x = a1)∨ · · · ∨ p(x = an)

例えば，変数 x, yのドメインが {0,1,2}の場合，制約
x 6= yは以下のように符号化される．

¬p(x = 0)∨ p(y = 1)∨ p(y = 2)

¬p(x = 1)∨ p(y = 0)∨ p(y = 2)

¬p(x = 2)∨ p(y = 0)∨ p(y = 1)

¬p(y = 0)∨ p(x = 1)∨ p(x = 2)

¬p(y = 1)∨ p(x = 0)∨ p(x = 2)

¬p(y = 2)∨ p(x = 0)∨ p(x = 1)

簡単に確認できるように，制約を支持符号化した節は
直接符号化した節から融合 (resolution) により導出でき
る．また，逆も導出可能である．したがって，両者は論
理的に同値であるが，後述の実験結果でも示されるよう
に SATソルバーにおける性能は異なってくる．
支持符号化法を多変数制約に拡張したものとしては，

[Bessière 03]がある．

3 ·5 対数符号化法

対数符号化法 (log encoding)は，各整数変数 xの 2進
表現に着目し，x の i 桁目 (LSB を 1 桁目とする) が 1
に等しいことを表す命題変数 p(x(i)) を用いる [Iwama
94, Gelder 08]．
なお，変数のドメインの下限は 0以上とし，ドメイン
に含まれない値は，それらを除外する節を追加する．

例えば，変数 xのドメインが {0,1,2}の場合，二つの
命題変数 p(x(1)), p(x(2))を用い，x 6= 3を意味する以下
の節を追加する．

¬p(x(2))∨¬p(x(1))

制約については，直接符号化法と同様に制約を違反点集
合として表現し，違反点集合中の各組を節に符号化する．
すなわち，制約に違反するすべてのx1 = a1, x2 = a2, . . . ,
xn = anについて，x1 6= a1 ∨ x2 6= a2 ∨ · · · ∨ xn 6= anに
相当する条件を 2進表現で考え，それを符号化する．
例えば，変数 x, yについてドメインが {0,1,2}の場合，
制約x 6= yは，x 6= 0∨ y 6= 0, x 6= 1∨ y 6= 1, x 6= 2∨ y 6=

2と表せるので，それらの 2進表現に対応した以下の節
に符号化される．

p(x(2))∨ p(x(1))∨ p(y(2))∨ p(y(1))

p(x(2))∨¬p(x(1))∨ p(y(2))∨¬p(y(1))

¬p(x(2))∨ p(x(1))∨¬p(y(2))∨ p(y(1))

算術演算や算術比較を用いた内包的制約については，
通常の論理回路と同様に論理式で演算を構成する方法も
用いられる [Huang 08]．また，制約 x 6= y については，
xと yの対応するビットの排他的論理和を考えて符号化
する方法もある [Gelder 08]．

3 ·6 対数支持符号化法

対数支持符号化法 (log-support encoding)は，対数符号
化法と同様に各整数変数 xの 2進表現について，xの i

桁目に対応する命題変数 p(x(i))を用いる [Gavanelli 07]．
ドメインに含まれない値に対して，それらを除外する節
を追加する点も同様である．
制約については，支持符号化法と同様に支持点集合に
着目して符号化する．2変数制約のみを対象とする点も
同様である．
今，2変数制約R(x,y)に対して，x = aの時にR(x,y)
を満たす yの値が b1, b2, . . . , bnとする．ここで，支持符
号化法と同様に x = a → (y = b1 ∨ · · · ∨ y = bn) の符号
化を考えるが，2進表現を用いた場合，y = bi の部分が
複数リテラルの連言となり，一つの節 (複数リテラルの選
言)として表現できない場合が生じる．
そこで [Gavanelli 07]では，y = b1 ∨ · · · ∨ y = bnを複
数リテラルの選言にまとめることが可能な場合のみ，上
記の方法を用いて符号化する方法を提案している．複数
リテラルの選言で表せない場合には，対数符号化法と同
様に違反点による節に符号化する．
例えば，変数 x, yについてドメインが {0,1,2}の場合，
制約 x 6= yは以下のように符号化される．

p(x(2))∨ p(x(1))∨ p(y(2))∨ p(y(1))

p(x(2))∨¬p(x(1))∨¬p(y(1))

p(y(2))∨¬p(y(1))∨¬p(x(1))

¬p(x(2))∨ p(x(1))∨¬p(y(2))

¬p(y(2))∨ p(y(1))∨¬p(x(2))

上記はそれぞれ¬(x = 0∧ y = 0), x = 1 → (y = 0∨ y =
2), y = 1 → (x = 0∨ x = 2), x = 2 → (y = 0∨ y = 1), y =
2 → (x = 0∨ x = 1)に相当し，x = 0, y = 0の場合のみ
違反点による符号化となっている．
なお [Gavanelli 07]では，通常の 2進表現ではなくグ
レイコードによる表現を用いることで，複数リテラルの
選言にまとめる場合を増やす工夫も提案している．

3 ·7 順序符号化法

順序符号化法 (order encoding)は，各整数変数 xと各
整数定数 a ∈ Dom(x)に対して，x ≤ aを意味する命題
変数 p(x ≤ a)を用いる [Tamura 06, Tamura 09]．
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この符号化法は，CrawfordとBakerによりジョブショッ
プ・スケジューリング問題に適用された方法 [Crawford
94, Inoue 06, Nabeshima 06]を制約充足問題に適用可能
なように一般化したものである．ショップ・スケジュー
リング問題および 2次元ストリップパッキング問題で未
知だった最適値決定に成功する等，有望な手法であるこ
とが示されている [田村 07,多賀 07,越村 09, Soh 09]．
順序符号化法では，各整数変数 xについて，そのドメ

インが {a1,a2, . . . ,an}の時 (ただしa1 < a2 < .. . < an)，
x ≤ ai を表す n− 1個の命題変数 p(x ≤ a1), p(x ≤ a2),
. . . , p(x ≤ an−1)を用いる．なお，x ≤ an は常に真であ
るため，命題変数 p(x ≤ an)は不要である．また，これ
らの命題変数間の関係を表す以下の節を用いる．

¬p(x ≤ ai)∨ p(x ≤ ai+1) (1 ≤ i ≤ n− 2)

例えば，変数xのドメインが {0,1,2}の場合，二つの命
題変数 p(x ≤ 0), p(x ≤ 1)を用い，以下の節を追加する．

¬p(x ≤ 0)∨ p(x ≤ 1)

この時，上記の節を充足可能にする真理値割り当ては
3通りあり，それぞれ x = 0, x = 1, x = 2に対応する．

p(x ≤ 0) p(x ≤ 1) 解釈
1 1 x = 0

0 1 x = 1

0 0 x = 2

制約については，制約に違反する点ではなく違反する
範囲を符号化する．すなわち，範囲 a1 < x1 ≤ b1, . . . ,
an < xn ≤ bn中のすべての点 (x1, . . . ,xn)が制約に違反
する時，以下の節を追加する．

p(x1 ≤ a1)∨¬p(x1 ≤ b1)∨
· · · ∨ p(xn ≤ an)∨¬p(xn ≤ bn)

線形式を用いた線形制約については，より簡潔な符号
化が可能である [Tamura 09]．今，ai を非零の整数定数，
cを整数定数，xi を互いに異なる整数変数とする．この
時，制約

∑n
i=1 ai xi ≤ cは以下のように符号化できる．∧

bi

∨
i

(ai xi ≤ bi)#

ここで bi は，
∑n

i=1 bi = c−n + 1 を満たすように動く
とし，変換 ()# は以下のように定義する．

(ax ≤ b)# ≡


p(x ≤ bb/ac) (a > 0)

¬p(x ≤ db/ae− 1) (a < 0)

ただし，Dom(x)の最小値未満の aについては p(x ≤ a)
を偽に変換し，最大値以上については真に変換する．
例えば，整数変数 x, yのドメインが {0,1,2}の時，制
約 x− y ≤ −1は以下の三つの節に符号化される．

¬p(y ≤ 0)

p(x ≤ 0)∨¬p(y ≤ 1)

p(x ≤ 1)

(int x1 1 9)
(int x2 1 9)
(int x3 1 9)
(int x4 1 9)
(int x5 1 9)
(int x6 1 9)
(int x7 1 9)
(int x8 1 9)
(int x9 1 9)
(alldifferent x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x9)
(= (+ x1 x2 x3) 15)
(= (+ x4 x5 x6) 15)
(= (+ x7 x8 x9) 15)
(= (+ x1 x4 x7) 15)
(= (+ x2 x5 x8) 15)
(= (+ x3 x6 x9) 15)
(= (+ x1 x5 x9) 15)
(= (+ x3 x5 x7) 15)

図 4 3× 3 魔方陣の Sugar での記述例

ここで p(x ≤ 0)∨¬p(y ≤ 1)は，「x ≤ 0または y > 1」で
あること，すなわち「x ≥ 1かつ y ≤ 1」が制約に違反す
る領域であることを表している．

x 6= y 等の場合，一旦 x− y ≤ −1∨ y − x ≤ −1 のよ
うに線形制約に置き換え，さらに Tseitin 変換を用いて
(p∨ q)∧ (¬p∨ x− y ≤ −1)∧ (¬q ∨ y − x ≤ −1)と変換
してから符号化する (p, q は新しい命題変数)．したがっ
て x 6= yは以下の 7個の節に符号化される．

p∨ q

¬p∨¬p(y ≤ 0)

¬p∨ p(x ≤ 0)∨¬p(y ≤ 1)

¬p∨ p(x ≤ 1)

¬q ∨¬p(x ≤ 0)

¬q ∨ p(y ≤ 0)∨¬p(x ≤ 1)

¬q ∨ p(y ≤ 1)

ただし，この場合 pと qが排他的であるので，qを ¬pで
置き換え，最初の節を省略することも可能である．

順序符号化法に基づいた SAT型制約ソルバーとしては，
Sugar∗6 がある [Tamura 08a, Tamura 08b, Tanjo 08]．符
号化を行う部分は Javaで記述されており，SATソルバー
としては MiniSatや PicoSAT等が利用できる．制約充
足問題だけでなく制約最適化問題や最大制約充足問題
(Max-CSP)にも対応している．
図 4は，3× 3魔方陣の制約充足問題を Sugarで記述
した例である．この例に対して Sugarを起動すると，順
序符号化法により SAT問題が作成され，その SAT問題
に対し SATソルバーが起動される．SAT問題の解が得
られれば，Sugarはそれを元の制約充足問題の解に逆変
換し結果を表示する．

3 ·8 制約最適化問題の SAT符号化
制約最適化問題COP(X,Dom,C,v)については，目的
変数 vの取り得る値の上限 u (最小化問題の場合)，下限 l

∗6 http://bach.istc.kobe-u.ac.jp/sugar/
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(最大化問題の場合)あるいは双方を変化させながら，繰
り返し制約充足問題CSP(X,Dom,C ∪{l ≤ v,v ≤ u})を
解くことで，元の制約最適化問題の最適解を求めること
ができる．この時，目的変数の範囲は二分探索法に基づ
いて変化させるのが効率的である [Inoue 06]．
しかし，この方法では複数回の SAT符号化および SAT
ソルバーの起動が必要となる．これを改善する方法とし
て，SATソルバーのインクリメンタル探索 (incremental
search) [Eén 03b]を用い，SATソルバーの連続動作およ
び学習節の再利用を実現し最適値探索の速度を大幅に向
上させることが可能である [Nabeshima 06, Tanjo 08]．

4. 各種 SAT符号化法の比較

本節では，各種 SAT 符号化法について，使用する命
題変数の個数や作成される節数に関する最悪領域計算量
および SAT ソルバーの単位伝播との関連について述べ
る．その後，グラフ彩色問題をベンチマークとして，各
種 SAT符号化法の性能評価を行う．
以下では，整数変数のドメイン・サイズを dとする．ま
た，2変数制約のみについて考え，内包的制約について
は x ≤ yを例とする．

直接符号化法は，各整数変数の符号化にO(d)個の命題
変数を用い，at-least-one節および at-most-one節で合計
O(d2)個の節を必要とする．直接符号化法の変種である
多値符号化法は，at-most-one節を省略しており at-least-
one節一つだけで良い．いずれの符号化法も，各 2変数
制約の符号化には O(d2)個の節を必要とする．
支持符号化法での整数変数の符号化は直接符号化法と
同様である．各 2変数制約の符号化には O(d)個の節を
必要とする．

対数および対数支持符号化法は，各整数変数の符号化
にO(logd)個の命題変数を用い，取り得ない値を除外す
るために O(logd) 個の節を必要とする [Gelder 08]．各
外延的 2変数制約の符号化にはO(d2)個の節を必要とす
る．内包的制約 x ≤ yの場合，比較を行う論理回路を構
成することにより各制約をO(logd)個の節で符号化でき
る [Huang 08]．
順序符号化法は，各整数変数の符号化に O(d)個の命
題変数を用い，命題変数間の関係を表すため O(d)個の
節を必要とする．各外延的 2変数制約にはO(d2)個の節
を必要とする．内包的制約 x ≤ yの場合，各制約をO(d)
個の節で符号化できる [Tamura 09]．

SAT ソルバーの単位伝播 (unit propagation) との関連
にも注意する必要がある．単位伝播は，系統的 SATソル
バーの基礎となっているDPLLアルゴリズムでの基本的
動作の一つである [井上 10]．以下では，DPLLアルゴリ
ズムの利用を前提として説明を行う．

直接符号化法の場合，符号化後の SAT問題に対して単
位伝播を行う処理は，元の制約充足問題に対するフォワー

ド・チェック法に対応する [Walsh 00]．フォワード・チェッ
ク法は，最近に具体化された変数とまだ具体化されてい
ない変数間についてのみアーク整合性 (arc consistency)
アルゴリズムを適用する方法である [Barták 98]．

支持符号化法の場合，単位伝播による処理はアーク整
合性維持法 (MAC)に対応する [Gent 02]．MACはすべ
ての変数間にアーク整合性アルゴリズムを適用する方法
であり，フォワード・チェック法よりも強い制約伝播アル
ゴリズムとなっている [Barták 98]．

対数符号化法での単位伝播は，フォワード・チェック
法よりもさらに弱い制約伝播となる [Walsh 00]．

順序符号化法の場合，単位伝播は元の制約充足問題に
おける範囲伝播 (bounds propagation)に対応する．これ
は，整数変数の取り得る値の範囲を伝播する方法である．
MACよりも弱いが，高速な伝播が可能であるため多く
の制約ソルバーで使用されている [Choi 06]．

このように各符号化法には様々な差異があるが，どの
符号化法を選ぶべきかは簡単な問題ではない．解くべき
問題の性質および利用する SATソルバーの特性 (系統的
ソルバーか確率的ソルバーか)によっても，異なってくる
[Prestwich 09, Prestwich 03]．

また，必ずしも節数やリテラル数を減らせば良いので
はない．例えば，問題に対称性除去の条件を追加するこ
とで，大幅に性能が向上する場合がある．命題変数の個
数についても同様である．冗長だが適切な命題変数を用
いれば，矛盾からの節学習の際にその後の探索空間の枝
刈りに有効な節が生成される可能性がある．

4 ·1 グラフ彩色問題での比較

ここでは，グラフ彩色問題を使用した実験結果を通じて，
各種 SAT符号化法の性能比較を行う．なおグラフ彩色問
題の SAT符号化については，文献 [Prestwich 03, Gelder
08, Tamura 09]などの研究がある．

グラフ彩色問題のベンチマーク問題としては，Graph
Coloring and its Generalization∗7で公開されている全 119
問のうち，彩色数 (必要となる最小の色数 χ(G)) が既
知∗8の52問を用いた．これらの問題の頂点数は11∼1085，
辺数は 20∼121275，彩色数は 4∼63である．

実験は，本解説で述べた直接,多値,支持,対数,対数支
持,順序の 6種類の符号化法を用い，色数 k = χ(G)の場
合と k = χ(G)− 1の場合の 2通りで SAT問題に符号化
した 624問について，それぞれを制限時間 30分として
SATソルバーで解いた時の解けた問題数および SATソ
ルバーの使用した CPU時間を計測する方法で行った．

SAT ソルバーとしては，優れた性能で知られている
MiniSat 2.0 [Eén 03a]を使用し，Xeon 3GHz，メモリー
16GBの計算機上で実行した．

∗7 http://mat.gsia.cmu.edu/COLOR04/
∗8 各種符号化による予備実験で彩色数を決定したものを含む．
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表 1 グラフ彩色問題の解けた問題数と平均 CPU 時間
k = χ(G) k = χ(G)− 1

SAT符号化法 解けた問題数 平均 CPU時間 (秒) 解けた問題数 平均 CPU時間 (秒)
直接 46 0.07 42 13.61
多値 46 0.03 42 15.45
支持 46 1.77 39 63.74
対数 46 10.40 44 2.20

対数支持 46 4.40 44 2.04
順序 46 0.96 45 2.61

表 2 グラフ彩色問題 6 問の CPU 時間 (秒) の比較 (k = χ(G)− 1)

グラフ彩色問題名 k 直接 多値 支持 対数 対数支持 順序
le450 15b 14 - - - - - 962.25
school1 13 - - - 1081.91 1081.91 535.15
school1 nsh 13 - - - 1541.99 1541.99 119.41
DSJR500.1 11 1770.00 858.71 - 7.13 7.13 2.05
queen8 12 11 1097.94 228.16 - 20.05 20.05 2.79
5-FullIns 4 8 642.10 670.70 - 305.51 305.51 27.89

表中の “-”は 1800秒以内で解けなかったことを表す．

表 1にベンチマーク問題 52問に対する集計結果を示
す．平均 CPU時間は，すべての符号化法で解けた問題に
対する値である (k = χ(G)の時 46問，k = χ(G)− 1の
時 39問)．
色数 k が彩色数 χ(G)に一致する場合，6種類のいず

れの符号化法も 30分以内に同一の 46問について解を得
た．平均 CPU時間で見ると，多値と直接符号化法が速
く，順序符号化法も比較的良い性能を示している．

k = χ(G)− 1，すなわち彩色不能な場合，順序符号化
法が 45問について充足不能を示し，他のどの符号化法
方法よりも多くの問題を解いた．45問中，他の符号化法
で解けない場合があった 6問の CPU時間を表 2に示す．
以上から，グラフ彩色問題について，順序符号化法が

彩色可能な場合も彩色不能な場合も平均的に良い性能を
示すといえる．

5. お わ り に

本稿では，整数上の制約充足問題および制約最適化問
題を SAT問題に変換し，SATソルバーを用いて求解を
行う SAT符号化の手法について解説した．
このような SAT 型制約ソルバーが，通常の制約ソル
バーよりも優れた性能を示す場合も報告されている．特
に，順序符号化法に基づいたSugar [Tamura 08a, Tamura
08b, Tanjo 08]は，2008年 CSPソルバー競技会∗9 のグ
ローバル制約部門で第 1位，2008年Max-CSPソルバー
競技会の 3 部門で第 1 位，2009 年 CSP ソルバー競技
会∗10 の 3部門で第 1位となっている．
また，プランニングやスケジューリング問題および有
界モデル検査等のシステム検証の分野でも SAT型システ
ムの有効性が示されている [鍋島 10a,番原 10]．

∗9 http://www.cril.univ-artois.fr/CPAI08/
∗10 http://www.cril.univ-artois.fr/CPAI09/

このように SAT 型システムが広がりを見せつつある
理由には，近年の SATソルバーの優れた実装技術による
高速な性能が背景にある．また，SATソルバーで使用さ
れている技術が，これまでの制約ソルバー等とは異なっ
た探索を実現している点も特徴となっている [Bordeaux
06]．
しかし，本文でも述べたように，どのような SAT符号
化法を用いるべきかは大きな課題として残っている．不
適切な SAT符号化法を用いた場合，必ずしも良い結果を
望めない点に注意する必要がある．
本稿での各種 SAT符号化法の解説が，読者の研究の発
展の一助となれば幸いである．
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